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Resumen
Neste trabalho propo˜e-se uma metodologia, desenvolvida no domı´nio do tempo, de acordo com um modelo
estat´ıstico, para ana´lise da resposta dinaˆmica do tabuleiro de pontes rodovia´rias devido a` travessia de com-
boios de diversos tipos de ve´ıculos sobre o pavimento irregular dessas obras-de-arte. O modelo matema´tico
e´ concebido de forma a considerar o conjunto de ve´ıculos e o tabuleiro como um u´nico sistema: sistema
ve´ıculo-viga. Simula-se o tabuleiro por elementos finitos unilineares, massas discretizadas nos no´s e flexibili-
dade distribu´ıda ao longo destes elementos. Sa˜o considerados quatro modelos para representar os ve´ıculos do
comboio, com um, dois ou treˆs eixos, todos constitu´ıdos por conjuntos de massas, molas e amortecedores. As
irregularidades da pista sa˜o definidas por um modelo matema´tico na˜o-determin´ıstico, com base na densidade
espectral do perfil do pavimento. O carregamento sobre a superestrutura e´ constitu´ıdo por uma sucessa˜o
infinita de ve´ıculos, igualmente espac¸ados e deslocando-se com velocidade constante. Sa˜o estudadas as res-
postas dos modelos estruturais, com base em tabuleiros de concreto armado, com e sem balanc¸os, em sec¸a˜o
do tipo caixa˜o, nas sec¸o˜es onde ocorrem os efeitos ma´ximos. As concluso˜es deste trabalho versam sobre a
adequac¸a˜o da metodologia de ana´lise desenvolvida e do modelo matema´tico empregado, observando-se a
influeˆncia do tipo de ve´ıculo sobre a resposta dinaˆmica dos tabuleiros rodovia´rios analisados, bem como,
a magnitude dos efeitos provenientes da interac¸a˜o das viaturas com as irregularidades superficiais e suas
consequ¨eˆncias sobre as atitudes correntes de projeto.
A STOCHASTIC MODELLING OF THE DYNAMICAL BEHAVIOUR OF HIGHWAY BRIDGE
DECKS UNDER TRAFFIC LOADS
Summary
In this paper an analysis methodology is developed to evaluate the dynamic response on highway bridge
decks due to vehicles crossing on the rough pavement surfaces. The analysis methodology follows a statistical
model running in the time domain. The mathematical model simulates the bridge structure and the vehicle
series as a system, the vehicle-bridge system. The bridge deck follows a straight beam model made discrete by
finite elements and nodal concentrated masses, with vertical translations and in-plane rotations as degrees
of freedom. The vehicle simulation uses concentrated parameters of mass, stiffness and damping. Four
different types of vehicles are modelled as rigid masses connected by springs and dampers with one, two,
four or five degrees of freedom. According to each vehicle model, translational and rotational displacements
are considered. The deck surface roughness is defined by a weakly stationary, second order and ergodic
random process based on a well-known power spectrum density of road pavement profiles. The moving load
is modelled by an infinite series of equal vehicles, regularly spaced, and running at constant velocity. Only
steady-state response is considered. Response data are produced on reinforced concrete highway bridge decks
made of a straight box girder cross section based on several spans and support arrangements. Conclusions
are concerned with the fitness of the developed analysis methodology and the mathematical model adequa-
cy. The influence of the vehicle type on the highway bridge decks dynamic behaviour was observed. The
magnitude of the effects due to the interaction of the vehicles with an irregular pavement surface and their
consequences about design and maintenance are investigated.
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INTRODUC¸A˜O
O estudo do comportamento de pontes rodovia´rias submetidas a cargas dinaˆmicas e´,
atualmente, um tema bastante explorado por diversos pesquisadores em universidades e
institutos de pesquisa em todo o mundo, como, por exemplo, Almeida & Silva1,2, Silva3,4,
Fryba & Pirner5, Wang et al.6 e Sedlaceck & Drosner7. O interesse por este assunto adve´m
da importaˆncia de se conhecer de forma mais realista a resposta destas obras-de-arte quando
submetidas a`s suas condic¸o˜es normais de uso.
Na pra´tica corrente de projeto, as consequ¨eˆncias destas cargas dinaˆmicas teˆm sido geral-
mente consideradas atrave´s de um coeficiente de impacto que e´ determinado, na maioria
dos regulamentos, inclusive o brasileiro8,9, exclusivamente com base no va˜o da estrutura,
sendo aplicado a`s condic¸o˜es esta´ticas de projeto.
Contudo, tem-se observado que algumas pontes podem atingir um n´ıvel de vibrac¸a˜o, sob
condic¸o˜es de tra´fego corrente, que as tornam inaceita´veis por comprometerem as condic¸o˜es
de servic¸o e a durabilidade da obra. A observac¸a˜o dos tabuleiros das pontes rodovia´rias em
servic¸o revela, com frequ¨eˆncia, situac¸o˜es de usura prematura dos pavimentos, das estruturas
de concreto e dos aparelhos de apoio, o que pode ser uma indicac¸a˜o de crite´rios de projeto
pouco conservativos.
Para se conhecer de forma mais precisa as tenso˜es e as deformac¸o˜es existentes nos
elementos estruturais constituintes das obras-de-arte rodovia´rias, e´ fundamental que os
modelos matema´ticos empregados simulem a estrutura tanto mais pro´ximo da realidade
quanto poss´ıvel. Neste caso, faz-se necessa´rio, tambe´m, uma boa representac¸a˜o das ac¸o˜es
dinaˆmicas existentes sobre o tabuleiro, associadas aos comboios de ve´ıculos e, ainda, modelar
as irregularidades superficiais de forma adequada.
Com este objetivo, nesta investigac¸a˜o fazem-se o desenvolvimento e a implementac¸a˜o de
uma metodologia de ana´lise, a partir de estudos anteriores, Ferreira10 e Silva3,4, objetivando
avaliar as ac¸o˜es dinaˆmicas que ocorrem nas obras-de-arte devido a` travessia de comboios de
diversos tipos de ve´ıculos, com base na considerac¸a˜o do efeito proveniente da interac¸a˜o entre
as viaturas e as irregularidades superficiais definidas segundo modelo na˜o-determin´ıstico.
Esta metodologia de ana´lise e´ desenvolvida no domı´nio do tempo de acordo com um
modelo estat´ıstico. O modelo matema´tico e´ concebido de forma a simular o conjunto de
ve´ıculos e o tabuleiro como um u´nico sistema, denominado neste trabalho de sistema ve´ıculo-
ponte. O tabuleiro das obras-de-arte e´ discretizado com base no emprego de elementos finitos
de viga unidimensionais, utilizando-se massas concentradas e flexibilidade distribu´ıda.
As irregularidades da pista sa˜o definidas por um modelo matema´tico na˜o-determin´ıstico,
com base na densidade espectral do perfil do pavimento, obtida experimentalmente. Sa˜o
considerados quatro modelos distintos para representar os ve´ıculos do comboio na ana´lise
parame´trica, com um, dois ou treˆs eixos, todos simulados por sistemas de massas, molas
e amortecedores e descritos por graus de liberdade a` translac¸a˜o e rotac¸a˜o no plano. O
carregamento sobre a superestrutura das pontes e´ constitu´ıdo por uma sucessa˜o infinita de
ve´ıculos, igualmente espac¸ados e deslocando-se com velocidade constante sobre o tabuleiro.
Observa-se a resposta do modelo matema´tico desenvolvido, com base em pontes ro-
dovia´rias de concreto armado, com sec¸a˜o tipo caixa˜o e ine´rcia constante, em termos dos
espectros de resposta correspondentes aos valores dos fatores de amplificac¸a˜o ma´ximos
me´dios dos deslocamentos e esforc¸os nas sec¸o˜es onde ocorrem os efeitos ma´ximos.
Conclui-se sobre a adequac¸a˜o do modelo matema´tico acerca de aspectos quantitativos e
qualitativos referentes a` metodologia de ana´lise desenvolvida e, tambe´m, no que tange aos
efeitos dinaˆmicos oriundos das irregularidades superficiais no tabuleiro sobre o comporta-
mento de pontes rodovia´rias submetidas a` passagem de ve´ıculos.
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MODELO MATEMA´TICO
A seguir, e´ apresentado o modelo matema´tico desenvolvido e implementado, referente ao
tabuleiro das pontes rodovia´rias, aos ve´ıculos responsa´veis pelo carregamento da estrutura e
a`s irregularidades do pavimento. Em seguida, com base nos modelos obtidos, desenvolve-se
o modelo do sistema ve´ıculo-ponte, que agrega todos estes elementos em um u´nico sistema,
o qual sera´ objeto de uma ana´lise parame´trica com vistas a se determinar o comportamento
da superestrutura da obra-de-arte submetida ao tra´fego de comboios de ve´ıculos.
Tabuleiro rodovia´rio
O tabuleiro das pontes e´ modelado utilizando-se elementos finitos de viga, de acordo com
a teoria do Me´todo dos Elementos Finitos11(MEF). Cada elemento finito que participa da
discretizac¸a˜o da ponte possui, portanto, dois graus de liberdade por no´ (graus de liberdade
associados a` translac¸a˜o vertical e a rotac¸a˜o no pro´prio plano).
A massa do tabuleiro e´ concentrada nos no´s dos elementos finitos. A metodologia de
concentrac¸a˜o da massa consiste em que cada no´ receba metade da massa correspondente ao
elemento finito que converge ao mesmo. Os no´s restritos, ou seja, localizados nos pontos de
apoio da estrutura, na˜o recebem massa. Todos os apoios da estrutura sa˜o modelados como
sendo r´ıgidos. A sec¸a˜o transversal e´ do tipo caixa˜o e seu momento de ine´rcia em relac¸a˜o
a` linha neutra pode variar ao longo do comprimento do tabuleiro. A Figura 1 apresenta
o modelo de uma ponte biapoiada discretizada por n elementos finitos de viga, com n-1
massas concentradas.
Figura 1. Modelo de uma ponte biapoiada com sua massa discretizada nos no´s
Modelos dos ve´ıculos
Os modelos matema´ticos dos ve´ıculos desenvolvidos neste trabalho procuram represen-
tar ve´ıculos reais que trafegam sobre as pontes e os viadutos rodovia´rios existentes. Estes
modelos sa˜o considerados discretos, bidimensionais e constitu´ıdos por conjuntos de massas,
molas e amortecedores. Para esta investigac¸a˜o sa˜o concebidos quatros modelos de ve´ıculos
distintos, desde um mais simples, com apenas um grau de liberdade, ate´ um mais complexo,
com cinco graus de liberdade. Cada um destes modelos e´ definido e analisado separadamente
a seguir, explicitando-se sua equac¸a˜o de movimento.
Figura 2. Modelo de ve´ıculo I (Silva4)
Modelo de Ve´ıculo I: este modelo e´ formado por um sistema massa-mola-amortecedor,
com apenas uma massa e um eixo, conforme apresentado na Figura 2. Este ve´ıculo apresenta
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um grau de liberdade, sendo este o movimento vertical de sua massa, descrito pelo coorde-
nada uv. Apesar de sua simplicidade, com este modelo ja´ e´ poss´ıvel modelar a rigidez e o
amortecimento da suspensa˜o e dos pneus do ve´ıculo, ale´m do mesmo ja´ incorporar a forc¸a
de ine´rcia devida a` massa da viatura. Aplicando-se o princ´ıpio de D’Alembert, obte´m-se a
equac¸a˜o diferencial que descreve o movimento deste modelo de ve´ıculo, sendo esta:
mvu¨v + cvu˙v + kvuv = 0 (1)
Modelo de Ve´ıculo II: este modelo e´ constitu´ıdo por um conjunto de massas, molas e
amortecedores, sendo, mais especificamente, por uma massa suspensa, ms, que representa
o chassi e a carroceria do ve´ıculo, uma massa na˜o-suspensa, mns, que representa os pneus,
rodas e eixos, um conjunto mola-amortecedor, kvs e cvs, que representa, respectivamente,
a rigidez e o amortecimento da suspensa˜o, e um segundo conjunto mola-amortecedor, kvp
e cvp, que representa, respectivamente, a rigidez e o amortecimento dos pneus do ve´ıculo.
Este modelo de ve´ıculo, apresentado na Figura 3, tambe´m possui apenas um eixo, pore´m,
ja´ apresenta dois graus de liberdade, sendo estes, o movimento vertical da massa suspen-
sa, descrito pela coordenada uv, e o tambe´m movimento vertical da massa na˜o-suspensa,
descrito pela coordenada u1.
Figura 3. Modelo de ve´ıculo II (Silva4)
Aplicando-se o Princ´ıpio de D’ Alembert ao sistema e efetuando-se o equil´ıbrio das forc¸as
atuantes nas massas suspensa e na˜o-suspensa, obteˆm-se as duas equac¸o˜es de movimento para






























Modelo de Ve´ıculo III: este modelo e´ formado por um conjunto de massas, molas e
amortecedores e baseia-se no ve´ıculo “Tipo 12” preconizado pela norma brasileira NBR
71888. Pore´m, e´ importante ressaltar que este embasamento diz respeito apenas a`s di-
menso˜es e ao nu´mero de eixos do ve´ıculo, pois a referida norma considera que o carrega-
mento imposto pelo mesmo e´ constitu´ıdo por um par de forc¸as concentradas que apresentam
mo´dulos constantes e iguais entre si ao longo do tempo. O modelo de ve´ıculo III, apresenta-
do na Figura 4, possui um n´ıvel de complexidade bem superior aos dois u´ltimos, possuindo
dois eixos, uma massa suspensa e duas massas na˜o-suspensas. Os significados da massa
suspensa, ms, das massas na˜o-suspensas, mns1 e mns2, dos conjuntos mola-amortecedor
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superiores, kvs1, cvs1 e kvs2, cvs2, e dos conjuntos mola-amortecedor inferiores, kvp1, cvp1 e
kvp2, cvp2, sa˜o os mesmos ja´ considerados para o modelo de ve´ıculo II. O presente modelo
apresenta quatro graus de liberdade, sendo estes os movimentos vertical e de rotac¸a˜o no
pro´prio plano da massa suspensa, descritos, respectivamente, pelas coordenadas uv e θv, e
os movimentos verticais das duas massas na˜o-suspensas, dados pelas coordenadas u1 e u2,
como ilustrado na Figura 4.
Figura 4. Modelo de ve´ıculo III
Uma vez defindos as forc¸as e os momentos atuantes nas massas do ve´ıculo, efetua-se o
equil´ıbrio, aplicando-se o Princ´ıpio de D’Alembert, obtendo-se assim as quatro equac¸o˜es de
movimento, que escritas na forma matricial sa˜o dadas por:


ms 0 0 0
0 mns1 0 0
0 0 mns2 0














cvs1 + cvs2 −cvs1 −cvs2 (−cvs1 + cvs2) d
−cvs1 cvs1 + cvp1 0 cvs1d
−cvs2 0 cvs2 + ccp2 −cvs2d















kvs1 + kvs2 −kvs1 −kvs2 (−kvs1 + kvs2) d
−kvs1 kvs1 + kvp1 0 kvs1d
−kvs2 0 kvs2 + kvp2 −kvs2d





















Modelo de Ve´ıculo IV: este e´ o modelo de ve´ıculo mais complexo desenvolvido nesta
investigac¸a˜o, pois e´ o que apresenta o maior nu´mero de graus de liberdade, com um total
de cinco. O presente modelo e´ baseado no ve´ıculo “Tipo 45” da norma brasileira NBR
71888, sendo que a observac¸a˜o feita quando da definic¸a˜o do modelo de ve´ıculo III e´ va´lida
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para o presente modelo. Os significados da massa suspensa, ms, das massas na˜o-suspensas,
mns1, mns2 e mns3, dos conjuntos mola-amortecedor superiores, kvs1, cvs1, kvs2, cvs2 e kvs3,
cvs3, e dos conjuntos mola-amortecedor inferiores, kvp1, cvp1, kvp2, cvp2 e kvp3, cvp3, sa˜o os
mesmos ja´ explicados. Este modelo de ve´ıculo, apresentado na Figura 5, possui cinco graus
de liberdade, sendo estes os movimentos vertical e de rotac¸a˜o no pro´prio plano da massa
suspensa, descritos, respectivamente, pelas coordenadas uv e θv, e os movimentos verticais
das treˆs massas na˜o-suspensas, dados pelas coordenadas u1, u2 e u3.
Figura 5. Modelo de ve´ıculo IV
Conhecidos as forc¸as e os momentos que atuam nas quatro massas que constituem
este modelo de ve´ıculo, aplica-se o equil´ıbrio, considerando-se o Princ´ıpio de D’Alembert,
obtendo assim as cinco equac¸o˜es de movimento, que na forma matricial sa˜o escritas como:


ms 0 0 0 0
0 mns1 0 0 0
0 0 mns2 0 0
0 0 0 mns3 0
















cvs1 + cvs2 + cvs3 −cvs1 −cvs2 −cvs3 (−cvs1 + cvs3) d
−cvs1 cvs1 + cvp1 0 0 cvs1d
−cvs2 0 cvs2 + ccp2 0 0
−cvs3 0 0 cvs3 + ccp3 −cvs3d

















kvs1 + kvs2 + kvs3 −kvs1 −kvs2 −kvs3 (−kvs1 + kvs3) d
−kvs1 kvs1 + kvp1 0 0 kvs1d
−kvs2 0 kvs2 + kvp2 0 0
−kvs3 0 0 kvs3 + kvp3 −kvs3d
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Figura 6. Func¸a˜o de irregularidade na˜o-determin´ıstica
Irregularidades superficiais
No que tange a` modelagem das irregularidades na˜o-determin´ısticas, o ponto de partida
desta abordagem e´ a representac¸a˜o da func¸a˜o das irregularidades, vb(x), com base em seu
espectro complexo de Fourier. Assim sendo, a func¸a˜o das irregularidades, vb(x), Figura 6,






Adota-se para as irregularidades aleato´rias uma distribuic¸a˜o normal e um processo
randoˆmico fracamente estaciona´rio de segunda ordem. Deste modo, chega-se a uma relac¸a˜o
entre a me´dia quadra´tica da distribuic¸a˜o das irregularidades, E[(vb)
2], e sua densidade






Como modelo matema´tico, adota-se, para representac¸a˜o da densidade espectral das
irregularidades da pista, uma func¸a˜o exponencial que tem sido utilizada por diversos
pesquisadores, como, por exemplo, Almeida1, Almeida & Silva2, Sedlaceck & Drosner7,








Φ(ω0) - coeficiente de amplitude, func¸a˜o da qualidade do pavimento e de ω0;
ω0 - frequ¨eˆncia ba´sica das irregularidades, igual a 1 m
−1;
w - ondulabilidade da pista.
Para avaliac¸a˜o dos paraˆmetros que descrevem a densidade espectral das irregulari-
dades, equac¸a˜o (7), utiliza-se a classificac¸a˜o das irregularidades do pavimento proposta por
Braun12,13 e utilizada por diversos autores que investigam este assunto, como por exemplo,
Almeida1, Silva3,4, Wang et al.6 e Sedlaceck & Drosner7.
Com a finalidade de gerar-se um conjunto de amostras de irregularidades, propo˜e-se a
discretizac¸a˜o da func¸a˜o vb(x). Deste modo, aproxima-se a distribuic¸a˜o das irregularidades




vbicos [ωix− ϕi] (8)
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Onde:
vbi - amplitude real da parte harmoˆnica;
ωi - frequ¨eˆncia do harmoˆnico i;
ϕi - aˆngulo de fase do harmoˆnico i;
N - nu´mero de harmoˆnicos.
A amplitude da parte harmoˆnica das irregularidades, vbi, e´ determinada atrave´s da
densidade espectral das irregularidades, Φvbvb(ω). Assim sendo, considerando-se que ∆ω




Uma vez que o espectro de Φvbvb(ω) na˜o possui informac¸o˜es sobre os aˆngulos de fase
dos harmoˆnicos, ϕi, os mesmos sa˜o fixados por meio de nu´meros gerados randomicamente
a partir de uma distribuic¸a˜o normal. A seguir, nas Figuras 7 e 8 sa˜o apresentados exemplos
referentes a perfis de irregularidades geradas com base no modelo matema´tico proposto,
para pistas de qualidade excelente e muito ruim, respectivamente.
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Figura 7. Amostras de irregularidade: qualidade da pista excelente
[Φ(ω0) = 1cm
3]
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Figura 8. Amostras de irregularidade: Qualidade da pista: muito ruim
[Φ(ω0) = 256cm
3]
Figura 9. Sistema ve´ıculo-ponte
Sistema ve´ıculo-ponte
O(s) ve´ıculo(s) e o tabuleiro constituem um sistema u´nico atrave´s da formulac¸a˜o das
matrizes de massa, amortecimento, rigidez e de cargas, necessa´rias para formulac¸a˜o e reso-
luc¸a˜o da equac¸a˜o de movimento. Objetivando facilitar a organizac¸a˜o e atualizac¸a˜o dessas
matrizes, as primeiras linhas e colunas das mesmas sa˜o destinadas para os ve´ıculos do
comboio. A Figura 9 apresenta uma representac¸a˜o gene´rica do sistema ve´ıculo-ponte, com
base no emprego do modelo de ve´ıculo II.
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Os ve´ıculos percorrem a ponte com uma determinada velocidade, e seu efeito sobre esta
e´ determinado ao longo do tempo. Devido ao fato de que os ve´ıculos e a ponte formam
um sistema u´nico, estes teˆm influeˆncia marcante na equac¸a˜o de movimento do sistema
e, portanto, em virtude dos mesmos serem elementos mo´veis, a cada nova posic¸a˜o dessas
viaturas o sistema e´ modificado, induzindo, consequ¨entemente, alterac¸o˜es na equac¸a˜o de
movimento, mais especificamente nos elementos associados a` rigidez e ao amortecimento do
sistema ve´ıculo-ponte.
A rigor, essa modificac¸a˜o na equac¸a˜o de movimento deve ser processada a cada avanc¸o
do ve´ıculo sobre a viga, acarretando um grande esforc¸o computacional. Deste modo, com o
objetivo de simplificar os ca´lculos, as matrizes de rigidez e amortecimento sa˜o modificadas
somente quando o ve´ıculo ultrapassa a metade de cada elemento da viga. Esta medida
reduz consideravelmente o nu´mero de modificac¸o˜es e, portanto, o esforc¸o computacional
na soluc¸a˜o da equac¸a˜o de movimento, sem grande preju´ızo para a precisa˜o dos resultados,
Silva3,4.
Em s´ıntese, o ve´ıculo e´ posicionado nos no´s e sua ac¸a˜o, entre esses no´s, e´ marcada
pelas cargas nodais equivalentes, que sa˜o calculadas para cada intervalo de tempo, como
se o ve´ıculo percorresse a viga normalmente. Deve-se enfatizar, ainda, que a imprecisa˜o
gerada pela reduc¸a˜o no nu´mero de modificac¸o˜es nas matrizes do sistema e´ pequena, sendo
absolutamente tolera´vel.
Na concepc¸a˜o do comboio infinito, e´ mantido um espac¸amento constante entre os ve´ıcu-
los, igual ao comprimento de um elemento finito de barra, ou a um mu´ltiplo deste, ressaltan-
do que as matrizes do sistema ve´ıculo-ponte permanecem inalteradas apo´s o tabuleiro estar
completamente carregado. Tal medida reduz consideravelmente o esforc¸o computacional na
soluc¸a˜o da equac¸a˜o de movimento, sem grande preju´ızo para a precisa˜o dos resultados para
uma extensa˜o corrente dos elementos de viga de 1/8 a 1/10 do comprimento do va˜o, Silva3,4.
Ressalta-se que a concepc¸a˜o do comboio infinito de ve´ıculos relaciona-se diretamente
com a fase permanente da resposta, que incorpora repetic¸o˜es de valores extremos, de inter-
esse direto para uma ana´lise de fadiga do material. Por outro lado, a pro´pria natureza da
excitac¸a˜o referente a`s irregularidades da pista, definidas segundo modelo na˜o-determin´ısti-
co, esta´ associada a processos fracamente estaciona´rios.
A resposta da estrutura e´ obtida mediante a integrac¸a˜o das equac¸o˜es de movimento do
sistema ve´ıculo-ponte, passo a passo, com base em fo´rmulas fundamentadas na variac¸a˜o
linear da acelerac¸a˜o ao longo do incremento de tempo. Este incremento de tempo e´ consi-
derado suficientemente pequeno para ajustar-se aos paraˆmetros de tempo em jogo, Silva3,4.
A introduc¸a˜o do efeito das irregularidades da pista na equac¸a˜o de movimento do sistema
ve´ıculo-viga e´ feita considerando-se que, para os ve´ıculos, tais irregularidades assemelham-
se a deslocamentos de base. Deste modo, durante o intervalo de tempo em que o ve´ıculo
esta´ atravessando uma irregularidade do pavimento, este transmite ao tabuleiro da ponte
uma forc¸a varia´vel de acordo com suas propriedades dinaˆmicas, associadas a` rigidez e ao
amortecimento.
O carregamento exercido pelo(s) ve´ıculo(s) sobre a ponte e´ formado por cargas concen-
tradas aplicadas nos pontos de contato deste(s) com o tabuleiro, sendo o mo´dulo desta forc¸a
varia´vel, func¸a˜o das caracter´ısticas do(s) ve´ıculo(s) e das irregularidades do tabuleiro. Para
o modelo de ve´ıculo I, esta forc¸a e´ dada pela equac¸a˜o:
fv = mvg − cv (u˙v − u˙ir)− kv (uv − uir) (10)
Em se tratando do modelo de ve´ıculo II, a forc¸a exercida pelo ve´ıculo sobre o tabuleiro
e´:
fv = (ms + mns) g − cvp (u˙1 − u˙ir)− kvp (u1 − uir) (11)
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g − cvpi (u˙i − u˙ir)− kvpi (ui − uir) , i = 1, 2 (12)







g − cvpi (u˙i − u˙ir)− kvpi (ui − uir) , i = 1, 2, 3 (13)
Onde:
ui e u˙i - deslocamento e velocidade da massa na˜o-suspensa i do ve´ıculo, respectiva
mente;
uir e u˙ir - func¸a˜o irregularidade e sua primeira derivada no eixo do ve´ıculo, respecti
vamente.
Calculada a forc¸a exercida por cada eixo do(s) ve´ıculo(s), determina-se o vetor de cargas
nodais equivalentes para o tabuleiro discretizado em elementos finitos. Este vetor, para um
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l - comprimento do elemento finito;
a - distaˆncia entre o no´ esquerdo do elemento e o ponto de aplicac¸a˜o da carga fv.
O vetor de cargas nodais equivalentes para toda a malha de elementos que constitui o
tabuleiro, RP , e´ obtido a partir do vetor r, de acordo com a teoria do Me´todo dos Elementos
Finitos11.
MODELAGEM DA CARGA MO´VEL
A carga mo´vel e´ modelada com base em uma se´rie infinita de ve´ıculos, regularmente
espac¸ados, deslocando-se sobre o tabuleiro com velocidade constante, v. Assumindo-se que
l seja a distaˆncia entre dois ve´ıculos sucessivos e que os carros entrem um apo´s o outro
no tabuleiro da obra-de-arte, gera-se a partir dessa repetic¸a˜o, ao longo do tempo, uma
frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o de carregamento, ou de travessia, fc=v/l, associada ao movimento
desses ve´ıculos sobre o tabuleiro, Figura 10.
Figura 10. Representac¸a˜o do comboio infinito de ve´ıculos
Apo´s um determinado per´ıodo de tempo, t1, denominado de tempo de travessia, o
primeiro ve´ıculo do comboio atinge o final da ponte e, a partir desse instante, a massa
total dos ve´ıculos sobre a obra permanece praticamente constante. Sob essas condic¸o˜es,
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o tabuleiro atingira´ uma situac¸a˜o em que predomina a fase permanente da resposta, que
incorpora repetic¸o˜es de valores extremos, de interesse direto para uma ana´lise de fadiga do
material, Silva3,4.
ANA´LISE PARAME´TRICA
A ana´lise parame´trica e´ conduzida com base na implementac¸a˜o computacional da
metodologia de ana´lise no domı´nio do tempo e sua finalidade ba´sica e´ a de avaliar a con-
sisteˆncia e efica´cia do me´todo e, ainda, os efeitos dinaˆmicos provenientes do perfil irregular
do pavimento, ocasionado pelo desgaste da superf´ıcie de rolamento ao longo do tempo,
sobre o comportamento estrutural de pontes rodovia´rias.
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Figura 11. Sec¸a˜o transversal da ponte analisada neste trabalho
Os tabuleiros das pontes rodovia´rias empregados neste estudo sa˜o constitu´ıdos de con-
creto armado, com sec¸a˜o do tipo caixa˜o e ine´rcia constante ao longo de seu comprimento,
Figura 11. Suas caracter´ısticas geome´tricas sa˜o baseadas em uma ponte rodovia´ria, simples-
mente apoiada, localizada na Rodovia Rio-Santos, zona oeste da cidade do Rio de Janeiro.
O tabuleiro adotado apresenta as seguintes caracter´ısticas, mostradas na Tabela I:
Grandeza Valor Adotado Unidade
A´rea da sec¸a˜o transversal (A) 3,756 m2
Massa espec´ıfica (ρ) 2449,50 kg/m3
Massa distribu´ıda (m¯) 9200,0 kg/m
Momento de ine´rcia (J) 3,98 m4
Mo´dulo de elasticidade (E) 3,0x107 kN/m2
Frac¸a˜o de amortecimento (ξ1) 0,03 -
Tabela I. Caracter´ısticas dos tabuleiros empregados nas ana´lises
Neste trabalho, consideram-se dois sistemas estruturais para o tabuleiro da obra-de-arte:
biapoiado com e sem balanc¸os. Em ambos os sistemas o va˜o e´ de 30,0 m, e para aquele que
apresenta segmentos em balanc¸o, a extensa˜o destes e´ de 7,5 m, cada um.
Um ponto bastante importante neste estudo diz respeito aos valores das frequ¨eˆncias
naturais dos ve´ıculos isolados, considerados para efeito de ana´lise sobre uma base r´ıgida.
Em todos os modelos de ve´ıculo implementados nesta investigac¸a˜o (modelos de ve´ıculo
I ate´ IV, Figuras 2 a 5), todas as frequ¨eˆncias naturais, correspondentes a` translac¸a˜o da
massa suspensa e da(s) massa(s) na˜o-suspensa(s), sa˜o feitas iguais a 3,0 Hz e 20,0 Hz,
respectivamente, Silva3,4. Contudo, os ve´ıculos com mais de um eixo (modelos de ve´ıculo III
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e IV) possuem uma frequ¨eˆncia de valor mais baixo, associada a` rotac¸a˜o da massa suspensa
dos modelos, a qual e´ igual a 2,3Hz, no caso do modelo de ve´ıculo III, Figura 4, e 1,9Hz,
referente ao modelo de ve´ıculo IV, Figura 5.
O coeficiente relativo de amortecimento, ξ, adotado para o modo de vibrac¸a˜o natural
com predominaˆncia de deslocamentos da massa suspensa dos ve´ıculos e´ igual a 0.1 (10 %),
Silva3,4. A massa total de todos os modelos de ve´ıculo utilizados e´ de 450kN, sendo que
a relac¸a˜o entre a massa suspensa e a(s) massa(s) na˜o-suspensa(s) igual a 8,0 em todos os
casos, Silva3,4.
Com relac¸a˜o ao perfil do pavimento, sa˜o geradas se´ries de amostras de irregularidades
de modo a obter-se uma regularidade estat´ıstica em termos dos valores ma´ximos me´dios da
resposta. Conve´m chamar a atenc¸a˜o do leitor para o fato de que todos os resultados obtidos
ao longo do trabalho referem-se a` fase permanente da resposta e sa˜o normalizados pelos
respectivos efeitos esta´ticos ma´ximos obtidos para a ponte em estudo.
A distribuic¸a˜o do perfil irregular do pavimento, irregularidades da pista, e´ considerada
segundo modelo randoˆmico com base na densidade espectral do pavimento, Equac¸o˜es (6) e
(7). O tipo de pista escolhido para a ana´lise e´ o de qualidade excelente, observando-se que
essa categoria e´ definida segundo a classificac¸a˜o das irregularidades do pavimento, proposta
por Braun12,13.
Comportamento dinaˆmico do sistema ve´ıculo-ponte
Inicialmente, realiza-se um estudo do comportamento geral do sistema ve´ıculo-ponte
empregando-se as pontes biapoiadas com e sem balanc¸os, definidas anteriormente. Desta
forma, obteˆm-se os deslocamentos, momentos fletores e reac¸o˜es de apoio, ao longo do tempo,
devidos a` simulac¸a˜o da passagem de comboios de ve´ıculos sobre o tabuleiro com pavimento
irregular.
Adotam-se, para esta ana´lise, os quatro modelos de ve´ıculos (Figuras 2 a 5), na ve-
locidade de 80,0 km/h. A velocidade dos ve´ıculos e o espac¸amento entre os mesmos sa˜o
constantes ao longo de sua travessia sobre a ponte. Este espac¸amento e´ igual a 6,0 m,
definido em func¸a˜o das dimenso˜es das viaturas empregadas neste trabalho, de forma o
comboio simule a situac¸a˜o de maior tra´fego poss´ıvel sobre o tabuleiro.
A resposta do sistema ve´ıculo-ponte e´ obtida com base na considerac¸a˜o do efeito com-
binado da mobilidade dos ve´ıculos com a interac¸a˜o destes com as irregularidades do pavi-
mento. Vale acrescentar que as amplificac¸o˜es provocadas somente pelo efeito da passagem
das viaturas sobre o tabuleiro, considerando-se neste caso um pavimento perfeitamente liso,
na˜o sa˜o muito elevadas, sendo pro´ximas da unidade, Almeida1 e Silva3,4.
A seguir, nas Figuras 12 a 15, apresentam-se as respostas do sistema ve´ıculo-ponte ao
longo do tempo, pelas grandezas: FAD - fator de amplificac¸a˜o dinaˆmico, dado pela relac¸a˜o
entre o valor da grandeza dinaˆmica e seu correspondente valor esta´tico ma´ximo; t - tempo
decorrido da ana´lise dinaˆmica; t1 - tempo de travessia da ponte de um ve´ıculo na velocidade
de 80,0 km/h. Os gra´ficos a seguir encontram-se devidamente organizados por tipo de ve´ıculo
(modelos I, II, III e IV) e por sistema estrutural (biapoiado sem balanc¸os e com balanc¸os),
nesta sequ¨eˆncia.
Modelo de Ve´ıculo I: na Figura 12, sa˜o apresentados os resultados obtidos para este
modelo de ve´ıculo, para os dois sistemas estruturais considerados, nas sec¸o˜es onde estes
apresentam seus valores ma´ximos.
Modelo de Ve´ıculo II: na Figura 13, sa˜o apresentados os resultados obtidos para este
modelo de ve´ıculo, para os dois sistemas estruturais considerados, nas sec¸o˜es onde estes
apresentam seus valores ma´ximos.
Modelo de Ve´ıculo III: na Figura 14, sa˜o apresentados os resultados obtidos para este
modelo de ve´ıculo, para os dois sistemas estruturais considerados, nas sec¸o˜es onde estes
apresentam seus valores ma´ximos.
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Figura 12. Gra´ficos do comportamento geral ao longo do tempo: efeito combina-
do da mobilidade dos ve´ıculos com as irregularidades superficiais do
pavimento; modelo de ve´ıculo I; (a) ponte biapoiada sem balanc¸os; (b)
ponte biapoiada com balanc¸os
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Figura 13. Gra´ficos do comportamento geral ao longo do tempo: efeito combina-
do da mobilidade dos ve´ıculos com as irregularidades superficiais do
pavimento; modelo de ve´ıculo II; (a) ponte biapoiada sem balanc¸os; (b)
ponte biapoiada com balanc¸os
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Figura 14. Gra´ficos do comportamento geral ao longo do tempo: efeito combinado
da mobilidade dos ve´ıculos com as irregularidades superficiais do pavi-
mento; modelo de ve´ıculo III; (a) ponte biapoiada sem balanc¸os; (b)
ponte biapoiada com balanc¸os
Modelo de Ve´ıculo IV: na Figura 15, sa˜o apresentados os resultados obtidos para este
modelo de ve´ıculo, para os dois sistemas estruturais considerados, nas sec¸o˜es onde estes
apresentam seus valores ma´ximos.
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Figura 15. Gra´ficos do comportamento geral ao longo do tempo: efeito combinado
da mobilidade dos ve´ıculos com as irregularidades superficiais do pavi-
mento; modelo de ve´ıculo IV; (a) ponte biapoiada sem balanc¸os; (b)
ponte biapoiada com balanc¸os
Como ja´ mencionado anteriormente, os fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos obtidos quan-
do se considera somente o efeito da mobilidade da carga sobre o tabuleiro apresentam valores
muito pro´ximos daqueles obtidos em uma ana´lise esta´tica para a condic¸a˜o de carregamento
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correspondente, Almeida1 e Silva3,4. Contudo, conforme pode-se observar nos gra´ficos das
Figuras 12 a 15, esses fatores de amplificac¸a˜o crescem substancialmente, chegando mesmo a
ultrapassar os efeitos devidos a presenc¸a esta´tica dos ve´ıculos, quando se considera o efeito
oriundo da interac¸a˜o dinaˆmica das viaturas do comboio com as irregularidades da pista,
mesmo adotando-se um pavimento de qualidade excelente.
De modo geral, verifica-se tambe´m que os valores ma´ximos da resposta do sistema
ve´ıculo-estrutura ocorrem na fase permanente, onde se observa a n´ıtida predominaˆncia
de uma frequ¨eˆncia de carregamento com per´ıodo de 0,27 s, correspondente ao tempo de
travessia dos ve´ıculos do comboio, com velocidade constante, sobre quatro elementos finitos
de viga, T = l/ν, em que l e´ o espac¸amento entre as viaturas, neste estudo feito igual a 6,0
m, e ν a velocidade dos ve´ıculos, nesta ana´lise adotada igual a 80 km/h.
Por fim, constata-se na fase transiente da maioria dos gra´ficos a sucessiva entrada na
ponte dos ve´ıculos do comboio, pelas mudanc¸as bruscas da curva nos instantes em que esses
ve´ıculos encontram-se na posic¸a˜o correspondente a` distaˆncia que os separa dos ve´ıculos
anteriores. Assim sendo, as curvas representativas da resposta do sistema deslocam-se para
a direita com amplificac¸o˜es bem mais elevadas, ate´ que as pontes estejam completamente
carregadas e os sistemas atinjam a fase permanente da resposta.
Ana´lise estat´ıstica dos resultados
Nesta etapa do trabalho, realiza-se uma ana´lise estat´ıstica dos resultados obtidos. As
Tabelas II a VII, apresentadas a seguir, mostram os efeitos ma´ximos me´dios para os modelos
da ponte biapoiada sem balanc¸os e com balanc¸os, considerando-se somente a interac¸a˜o
dos ve´ıculos com a superf´ıcie irregular do tabuleiro, na˜o considerando-se enta˜o o efeito da
mobilidade das cargas, que encontra-se muito pro´ximo da unidade, Almeida1 e Silva3,4.
Essas tabelas apresentam os resultados da ana´lise com base no fator de amplificac¸a˜o
dinaˆmico me´dio, [FAD]me´dio, obtido para 50 perfis de irregularidade distintos, Silva3,4, que
representa a relac¸a˜o entre os efeitos dinaˆmicos ma´ximos me´dios, µR, e os efeitos esta´ticos
ma´ximos correspondentes, sendo R uma varia´vel gene´rica da resposta do sistema. Sa˜o apre-
sentados ainda a me´dia quadra´tica, E[R2], a variaˆncia, (σR)
2, e o desvio padra˜o, σR, todos
associados a` resposta do sistema.
As Tabelas II a VII encontram-se organizadas pelo tipo de sistema estrutural do tabulei-
ro (biapoiado sem e com balanc¸os) e, ainda, pela grandeza f´ısica analisada (deslocamento,
momento fletor e reac¸a˜o de apoio).
Viga Biapoiada Sem Balanc¸os: nas Tabelas II, III e IV, sa˜o apresentados os resultados
obtidos para este sistema estrutural, para os quatro modelos de ve´ıculos considerados, nas
sec¸o˜es onde ocorrem os valores ma´ximos.


















Tipo I (01 Massa) 0,36 0,24 0,067 0,00 0,00 0,00
Tipo I (02 Massas) 0,72 0,48 0,257 0,0234 0,153 0,32
Tipo II 0,62 0,41 0,196 0,0247 0,157 0,38
Tipo III 0,29 0,19 0,040 0,00 0,00 0,00
Tabela II. Deslocamentos ma´ximos me´dios na sec¸a˜o central – efeito das irregula-
ridades; velocidade = 80 km/h; qualidade do pavimento: excelente
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Tipo I (01 Massa) 0,38 3,33x103 1,23x107 1,18x106 1,09x103 0,33
Tipo I (02 Massas) 0,75 6,58x103 4,73x107 3,88x106 1,97x103 0,30
Tipo II 0,68 5,74x103 3,73x107 4,23x106 2,06x103 0,36
Tipo III 0,33 2,82x103 8,65x107 5,49x106 7,41x103 0,26
Tabela III. Momentos fletores ma´ximos me´dios na sec¸a˜o central – efeito das irre-
gularidades; velocidade = 80 km/h; qualidade do pavimento: excelente


















Tipo I (01 Massa) 0,32 4,32x102 2,05x105 1,57x104 1,25x102 0,29
Tipo I (02 Massas) 0,81 1,09x103 1,26x106 5,67x104 2,38x102 0,22
Tipo II 0,67 8,29x102 7,38x105 4,84x104 2,20x102 0,27
Tipo III 0,40 4,95x102 2,63105 1,50x104 1,23x102 0,25
Tabela IV. Reac¸o˜es ma´ximas me´dias do apoio esquerdo – efeito das irregularidades;
velocidade = 80 km/h; qualidade do pavimento: excelente
Viga Biapoiada Com Balanc¸o: nas Tabelas V, VI e VII, sa˜o apresentados os resultados
obtidos para este sistema estrutural, para os quatro modelos de ve´ıculos considerados, nas
sec¸o˜es onde ocorrem os valores ma´ximos.


















Tipo I (01 Massa) 0,44 0,21 0,052 0,00 0,00 0,00
Tipo I (02 Massas) 1,32 0,64 0,446 0,0367 0,1916 0,30
Tipo II 1,16 0,50 0,279 0,0247 0,157 0,31
Tipo III 0,66 0,29 0,090 0,00 0,00 0,00
Tabela V. Deslocamentos ma´ximos me´dios na extremidade do balanc¸o esquerdo
– efeito das irregularidades; velocidade = 80 km/h; qualidade do pavi-
mento: excelente


















Tipo I (01 Massa) 0,60 2,43x103 7,11x106 1,14x106 1,07x103 0,44
Tipo I (02 Massas) 1,39 5,63x103 3,44x107 2,58x106 1,61x103 0,29
Tipo II 1,39 4,22x103 1,90x107 1,28x106 1,13x103 0,27
Tipo III 1,11 3,24x103 1,13x107 8,03x105 8,99x102 0,28
Tabela VI. Momentos fletores ma´ximos me´dios na sec¸a˜o sobre o apoio esquerdo –
efeito das irregularidades; velocidade = 80 km/h; qualidade do pavi-
mento: excelente
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Tipo I (01 Massa) 0,33 6,76x102 5,36x105 7,48x104 2,73x102 0,40
Tipo I (02 Massas) 0,71 1,45x103 2,29x106 1,56x105 3,95x102 0,27
Tipo II 0,54 1,03x103 1,12x106 8,91x104 2,99x102 0,29
Tipo III 0,46 8,67x102 8,30x105 6,90x104 2,63x102 0,30
Tabela VII. Reac¸o˜es ma´ximas me´dias do apoio esquerdo – efeito das irregularidades;
velocidade = 80 km/h; qualidade do pavimento: excelente
Dentro do objetivo desta ana´lise, focalizam-se, agora, os valores do fator de amplificac¸a˜o
dinaˆmico me´dio, [FAD]me´dio, que representa a relac¸a˜o entre os efeitos dinaˆmicos ma´ximos
me´dios e os efeitos esta´ticos ma´ximos, Tabelas II a VII.
Verifica-se, novamente, que as ac¸o˜es dinaˆmicas provenientes das irregularidades super-
ficiais, mesmo quando sa˜o considerados pavimentos de qualidade excelente, representam
uma parcela substancial na resposta do sistema ve´ıculo-ponte, Tabelas II a VII, chegando
mesmo a ultrapassar, em alguns casos, Tabelas V e VI, os efeitos produzidos pela ac¸a˜o
esta´tica devida ao peso das viaturas.
Pode-se dizer tambe´m que a relac¸a˜o entre os valores me´dios dos efeitos ma´ximos da
resposta do sistema ve´ıculo-ponte correspondentes ao efeito dinaˆmico proveniente das irre-
gularidades da pista de qualidade muito ruim e qualidade excelente tende a 16 e para os
valores me´dios quadra´ticos desses efeitos, esta relac¸a˜o tende a 256, Almeida1 e Silva3,4,
Tabelas II a VII. Isto se deve ao fato do coeficiente representativo da qualidade do pavi-
mento, Φ(ω0) e´ igual a 256 cm
3 para pistas muito ruins e 1 cm3 para pistas de qualidade
excelente. Assim sendo, pode-se proceder a` ana´lise considerando-se um valor unita´rio para
Φ(ω0) e depois aplicar um fator multiplicativo de acordo com a qualidade do pavimento
utilizado.
Efeito da frequ¨eˆncia de travessia dos ve´ıculos
Em decorreˆncia das elevadas amplificac¸o˜es produzidas pela interac¸a˜o dos ve´ıculos com
as irregularidades do pavimento e sua associac¸a˜o com a frequ¨eˆncia da excitac¸a˜o, realiza-
se um estudo para determinar as velocidades cr´ıticas de travessia dos diversos tipos de
ve´ıculos. Para isto, varia-se a frequ¨eˆncia de carregamento, sendo esta func¸a˜o da velocidade
das viaturas e do espac¸amento entre as mesmas.
Desta forma, sa˜o elaborados espectros de resposta com base nos valores dos fatores de
amplificac¸a˜o dinaˆmicos me´dios, [FAD]me´dio, e do paraˆmetro de frequ¨eˆncia, β, definido pela
relac¸a˜o ν/(l.f01), na qual ν representa a velocidade dos ve´ıculos do comboio, l denota o
espac¸amento entre os carros e f01 e´ a frequ¨eˆncia da excitac¸a˜o que pode ser associada aos
ve´ıculos e/ou ao tabuleiro, dependendo da faixa de frequ¨eˆncia e do caso em estudo.
O fator de amplificac¸a˜o dinaˆmico me´dio, [FAD]me´dio, e´ obtido pela relac¸a˜o entre o efeito
dinaˆmico ma´ximo me´dio, µ, para 50 perfis de irregularidade distintos [42], e o correspon-
dente efeito esta´tico ma´ximo. Esta grandeza exprime uma quantidade que pode bem re-
presentar as diversas variac¸o˜es e singularidades do problema em estudo, pois existe uma
afinidade destacada entre a definic¸a˜o do [FAD]me´dio e a metodologia utilizada na pra´tica
de projeto para o ca´lculo de diversas grandezas determinantes. Desta forma, o [FAD]me´dio
pode ser utilizado para uma cr´ıtica a`s prescric¸o˜es da norma brasileira9.
Conve´m chamar a atenc¸a˜o do leitor para o fato de que os espectros de resposta apresen-
tados fornecem uma visa˜o geral acerca da interac¸a˜o dinaˆmica existente entre os comboios
dos diversos tipos de ve´ıculos e o tabuleiro das obras-de-arte. Assim, sa˜o gerados os es-
Modelagem estoca´stica do comportamento dinaˆmico de tabuleiros rodovia´rios 285
pectros para as pontes biapoiadas com e sem balanc¸os, definidas anteriormente, sendo o
espac¸amento entre os ve´ıculos constante, igual a 6,0 m, e a qualidade do pavimento exce-
lente. O intervalo de velocidades considerado nesta ana´lise varia de 20 km/h a 200 km/h.
Vale ressaltar que estes espectros sa˜o elaborados considerando-se somente o efeito da in-
terac¸a˜o dos ve´ıculos com as irregularidades superficiais, na˜o se levando em conta seu peso.
A coordenada central do modelo biapoiado sem balanc¸os representa o foco central da
ana´lise quantitativa e qualitativa dos fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos. No que tange a
ponte biapoiada com balanc¸os, a` extremidade do balanc¸o esquerdo e a` sec¸a˜o sobre o apoio
esquerdo sa˜o as sec¸o˜es onde esses fatores de amplificac¸a˜o sa˜o obtidos. Com relac¸a˜o a`s reac¸o˜es
de apoio, os espectros indicam, em ambos os sistemas estruturais, as respostas dinaˆmicas
calculadas apenas nos apoios esquerdos das estruturas.
Viga Biapoiada Sem Balanc¸o: nas Figuras 16, 17, 18 e 19, sa˜o apresentados os espec-
tros obtidos para este sistema estrutural, no que tange aos quatro modelos de ve´ıculos
considerados neste estudo, nas sec¸o˜es onde ocorrem os efeitos ma´ximos.
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Figura 16. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo I; viga biapoiada sem balanc¸os;
(a) deslocamento: sec¸a˜o central, (b) momento fletor: sec¸a˜o central, (c)
reac¸a˜o: apoio esquerdo
Analisando-se os espectros de resposta, observa-se que os mesmos apresentam trechos
distintos, cada um encerrando uma regia˜o com efeitos acentuados correspondendo a valores
do paraˆmetro de frequ¨eˆncia indicativo de igualdade entre frequ¨eˆncias da excitac¸a˜o e do
sistema ve´ıculo-ponte. Desta forma, e´ interessante fazer uma ana´lise mais minuciosa sobre
estes espectros. Com este objetivo, pode-se dividi-los em dois segmentos distintos, a saber:
Segmento do 1o Pico: a frequ¨eˆncia de carregamento, decorrente de uma sucessa˜o de
cargas, igualmente espac¸adas e se deslocando sobre o tabuleiro com a mesma velocidade,
aproxima-se da frequ¨eˆncia da massa suspensa dos ve´ıculos.
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Segmento do 2o Pico: para velocidades mais elevadas, constata-se, tambe´m, a exis-
teˆncia de um segundo pico que surge quando a frequ¨eˆncia de carregamento aproxima-se da
frequ¨eˆncia fundamental das obras de arte analisadas.
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Figura 17. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo II; viga biapoiada sem balan-
c¸os; (a) deslocamento: sec¸a˜o central, (b) momento fletor: sec¸a˜o central,
(c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
Foi observado tambe´m que existem outros picos de menor influeˆncia na resposta do sis-
tema ve´ıculo-ponte, se comparados aos picos dos dois trechos descritos anteriormente. Tal
fato e´ explicado, em regio˜es de velocidades mais elevadas, pela coincideˆncia entre frequ¨eˆncias
mu´ltiplas das frequ¨eˆncias dos ve´ıculos e de frequ¨eˆncias correspondentes a modos mais ele-
vados das pontes rodovia´rias.
Destaca-se que, de modo geral, para os ve´ıculos com apenas um eixo, a transfereˆncia
de energia do sistema se da´ com mais intensidade no trecho correspondente ao 2o pico dos
gra´ficos, Figuras 16 e 17, correspondente a` ressonaˆncia entre a frequ¨eˆncia de carregamento
do comboio e a frequ¨eˆncia fundamental da ponte. O referido trecho e´ preponderante com
relac¸a˜o aos demais trechos dos espectros de deslocamentos e esforc¸os.
Ressalta-se que as amplificac¸o˜es ma´ximas, provenientes do trecho do 2o pico dos espec-
tros para a ponte em estudo, devidas exclusivamente ao efeito das irregularidades da pista
com pavimentos de qualidade excelente, correspondem em torno de 70 % a 90 % dos efeitos
ma´ximos produzidos pela presenc¸a esta´tica dos ve´ıculos, no que tange ao modelo de ve´ıculo
com um eixo e uma massa. Ja´ para o caso correspondente ao modelo de ve´ıculo com um
eixo e duas massas, os efeitos sa˜o muito mais severos, em consonaˆncia com o trabalho de
Silva3,4, chegando mesmo a ultrapassar com boa margem os efeitos esta´ticos provenientes
das viaturas do comboio.
Conve´m chamar a atenc¸a˜o do leitor, novamente, para o fato de que as ac¸o˜es dinaˆmicas
provenientes das irregularidades superficiais representam parcela considera´vel na resposta
do sistema ve´ıculo-ponte.
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De modo geral, as amplificac¸o˜es ma´ximas (trecho do 2o pico dos gra´ficos, Figuras 16 e
17) no sistema estrutural analisado ocorrem quando a velocidade dos ve´ıculos do comboio
e´ da ordem de 160 km/h a 170 km/h, em ambos os casos. Assim sendo, a partir da definic¸a˜o
do paraˆmetro de frequ¨eˆncia, β, expresso pela relac¸a˜o ν/(l.f01), podem-se obter facilmente as
velocidades de travessia cr´ıticas para qualquer sistema estrutural. Para tanto, e´ necessa´rio
que se atribua o valor unita´rio para β e com base na frequ¨eˆncia fundamental da obra de arte,
f01, e do espac¸amento entre estes, l, conhecidos a priori, pode-se obter a velocidade cr´ıtica, νc,
associada aos efeitos ma´ximos da resposta provenientes exclusivamente das irregularidades
da pista.
Finalmente, ao observar-se a magnitude dos efeitos produzidos exclusivamente pelas
irregularidades da pista, mostrados nas Figuras 16 e 17, sob a forma de espectros de respos-
ta, pode-se concluir que o quadro apresentado e´, enta˜o, muito se´rio; os efeitos dinaˆmicos
provenientes das irregularidades do pavimento provocam, nos tabuleiros rodovia´rios, ac¸o˜es
bastante amplificadas com relac¸a˜o a`quelas consideradas correntemente em projeto. Vale
citar que no Brasil, por deficieˆncia de conservac¸a˜o das rodovias, as irregularidades existem
em profusa˜o.
A seguir, sa˜o apresentados e analisados, nas Figuras 18 e 19, os espectros de resposta
obtidos para o tabuleiro biapoiado sem balanc¸os quando submetido ao tra´fego de comboios
de ve´ıculos com dois e treˆs eixos.
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Figura 18. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo III; viga biapoiada sem balan-
c¸os; (a) deslocamento: sec¸a˜o central, (b) momento fletor: sec¸a˜o central,
(c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
Observando-se as Figuras 18 e 19, observa-se que esses gra´ficos, da mesma forma como
no caso anterior, Figuras 16 e 17, apresentam-se com regio˜es contendo efeitos dinaˆmicos
bastante acentuados. Como explicado anteriormente, tal fato corresponde a valores do
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paraˆmetro de frequ¨eˆncia indicativo de igualdade entre frequ¨eˆncias da excitac¸a˜o e do sis-
tema ve´ıculo-ponte. Desta forma, e´ interessante proceder-se, novamente, a uma ana´lise
mais criteriosa sobre estes espectros. Com este objetivo, pode-se dividi-los em segmentos
distintos, a saber:
Trechos do 1o Pico e do 2o Pico: neste caso, a frequ¨eˆncia de carregamento, decorrente
de uma sucessa˜o de eixos, igualmente espac¸ados e deslocando-se sobre o tabuleiro com
velocidade constante, aproxima-se das frequ¨eˆncias correspondentes aos graus de liberdade
translacional e rotacional associados a` massa suspensa dos ve´ıculos. Esta situac¸a˜o ocorre,
principalmente, para os ve´ıculos com treˆs eixos, Figura 19.
Trecho do 3o Pico: Para velocidades mais elevadas, verifica-se, ainda, como ja´ explicado
anteriormente, a existeˆncia de um terceiro pico que surge quando a frequ¨eˆncia de carrega-
mento aproxima-se da frequ¨eˆncia fundamental das obras-de-arte em estudo, tanto no caso
dos ve´ıculos com dois eixos quanto na situac¸a˜o correspondente aos ve´ıculos com treˆs eixos.
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Figura 19. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo IV; viga biapoiada sem balan-
c¸os; (a) deslocamento: sec¸a˜o central, (b) momento fletor: sec¸a˜o central,
(c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
O quadro, neste caso, e´ bastante similar a` situac¸a˜o anterior (ve´ıculos com um eixo),
onde verifica-se, novamente, que existem outros picos de menor influeˆncia na resposta do
sistema ve´ıculo-ponte. Conforme ja´ dito, tal fato e´ explicado, em regio˜es de velocidades
mais elevadas, pela coincideˆncia entre frequ¨eˆncias mu´ltiplas das frequ¨eˆncias dos ve´ıculos e de
frequ¨eˆncias correspondentes a modos mais elevados das pontes rodovia´rias, respectivamente.
Ressalta-se que para os ve´ıculos com dois eixos, a transfereˆncia de energia do sistema
se da´ com mais intensidade no trecho correspondente ao 1o pico dos gra´ficos, Figura 18,
correspondente a` ressonaˆncia entre a frequ¨eˆncia de carregamento do comboio e da massa
suspensa dos carros. O referido trecho e´ preponderante com relac¸a˜o aos demais trechos dos
espectros de deslocamentos e esforc¸os. Todavia, o mesmo na˜o acontece para os ve´ıculos
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com treˆs eixos, ja´ que neste caso a transfereˆncia de energia do sistema se da´ com mais
intensidade no trecho correspondente ao pico dos gra´ficos associado a` ressonaˆncia entre a
frequ¨eˆncia de excitac¸a˜o do comboio e a frequ¨eˆncia fundamental da obra de arte, Figura 19.
Destaca-se que os fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos ma´ximos (deslocamentos e esforc¸os),
para a obra de arte analisada, provenientes exclusivamente das irregularidades da pista de
tabuleiros com pavimentos de qualidade excelente, correspondem em torno de 80 % dos
efeitos ma´ximos produzidos pela presenc¸a esta´tica dos ve´ıculos, no que tange ao modelo de
ve´ıculo com dois eixos e treˆs massas. Na outra situac¸a˜o, associada ao modelo de ve´ıculo com
treˆs eixos e quatro massas, esses efeitos sa˜o da ordem de 60 % dos efeitos esta´ticos ma´ximos
provenientes dos ve´ıculos do comboio.
Novamente, percebe-se que as ac¸o˜es dinaˆmicas provenientes das irregularidades superfi-
ciais, mesmo aquelas de qualidade excelente, representam parcela significativa na resposta
do sistema ve´ıculo-ponte.
Para o modelo de ve´ıculo com dois eixos, as amplificac¸o˜es ma´ximas no sistema estrutural
em estudo ocorrem quando a velocidade das viaturas do comboio e´ da ordem de 80 km/h.
Para o modelo de ve´ıculo de com treˆs eixos, a velocidade associada ao fator de amplificac¸a˜o
ma´ximo e´ da ordem de 150 km/h.
Observando-se a magnitude dos efeitos produzidos exclusivamente pelas irregularidades
da pista, mostrados nas Figuras 18 e 19, e´ reforc¸ada a conclusa˜o de que os efeitos dinaˆmicos
provenientes das irregularidades do pavimento provocam deslocamentos e esforc¸os bastante
amplificados nos tabuleiros rodovia´rios em relac¸a˜o a`queles considerados usualmente em
projeto.
Viga Biapoiada Com Balanc¸o: nas Figuras 20, 21, 22 e 23, sa˜o apresentados os espectros
obtidos para este sistema estrutural, para os quatro modelos de ve´ıculos considerados, nas
sec¸o˜es onde ocorrem os valores ma´ximos.
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Figura 20. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo I; viga biapoiada com balanc¸os;
(a) deslocamento: extremidade do balanc¸o esquerdo, (b) momento fle-
tor: sec¸a˜o sobre o apoio esquerdo, (c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
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Figura 21. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo II; viga biapoiada com balan-
c¸os; (a) deslocamento: extremidade do balanc¸o esquerdo, (b) momento
fletor: sec¸a˜o sobre o apoio esquerdo, (c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
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Figura 22. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo III; viga biapoiada com balan-
c¸os; (a) deslocamento: extremidade do balanc¸o esquerdo, (b) momento
fletor: sec¸a˜o sobre o apoio esquerdo, (c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
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Figura 23. Espectro de resposta: modelo de ve´ıculo IV; viga biapoiada com balan-
c¸os; (a) deslocamento: extremidade do balanc¸o esquerdo, (b) momento
fletor: sec¸a˜o sobre o apoio esquerdo, (c) reac¸a˜o: apoio esquerdo
Observando-se os resultados, deslocamentos e esforc¸os, apresentados nas Figuras 20 a
23, no que tange aos aspectos qualitativos dos espectros de resposta, pode-se concluir que o
quadro e´ rigorosamente o mesmo encontrado quando da ana´lise da obra-de-arte biapoiada
sem balanc¸o. Assim sendo, procede-se a ana´lise dos gra´ficos apenas no tocante aos aspectos
quantitativos da resposta do sistema ve´ıculo-ponte, de forma a na˜o repetir, demasiadamente,
concluso˜es absolutamente similares.
Para o modelo de ve´ıculo I, as amplificac¸o˜es ma´ximas no sistema em ana´lise, viga bi-
apoiada com balanc¸os, ocorrem quando a velocidade dos carros e´ da ordem de 70 km/h.
Com relac¸a˜o ao modelo com um eixo e duas massas, esta velocidade modifica-se para um
valor em torno de 160 km/h.
O quadro repete-se com refereˆncia aos ve´ıculos com mais de um eixo. No caso dos carros
com dois eixos e treˆs massas, os efeitos dinaˆmicos ma´ximos sobre o sistema estrutural
ocorrem quando a velocidade das viaturas do comboio e´ da ordem de 70 km/h. Para o
modelo de ve´ıculo de com treˆs eixos e quatro massas, a velocidade associada ao fator de
amplificac¸a˜o ma´ximo e´ da ordem de 160 km/h.
Observando-se os valores das grandezas na resposta do sistema ve´ıculo-ponte (desloca-
mentos e esforc¸os) correspondentes, principalmente, a`s sec¸o˜es do balanc¸o, observa-se que
os fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos, provenientes exclusivamente das irregularidades da
pista, superam os efeitos ma´ximos produzidos pela presenc¸a esta´tica dos ve´ıculos. Como
exemplo, pode-se citar o [FAD]me´dio = 2,0 para os deslocamentos verticais no extremo do
balanc¸o, associados ao modelo de ve´ıculo com um eixo e duas massas, Figura 21.
Tal situac¸a˜o ocorre em grande parte dos casos estudados referentes aos balanc¸os, no que
tange aos modelos de ve´ıculos desenvolvidos nesta dissertac¸a˜o, Figuras 20 a 23. Este fato
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possui similaridade com refereˆncia a` ponte anterior, viga biapoiada sem balanc¸os, e indica
que as sec¸o˜es dos balanc¸os devem merecer atenc¸a˜o especial por parte dos projetistas desse
tipo de estrutura.
Mais uma vez, observa-se, sem sombra de du´vidas, que as ac¸o˜es dinaˆmicas oriundas
da interac¸a˜o existente entre as viaturas e o perfil irregular, mesmo aqueles de qualidade
excelente, representam efeitos muito severos, principalmente para as secc¸o˜es dos balanc¸os,
das obras-de-arte rodovia´rias.
Avaliac¸a˜o qualitativa e quantitativa dos modelos de ve´ıculos estudados
Um dos objetivos deste trabalho e´ o de propor e analisar a adequac¸a˜o de diversos tipos
de modelos de ve´ıculos na analise dinaˆmica de pontes rodovia´rias. Assim sendo, apo´s a
ana´lise extensa acerca do comportamento geral do sistema ve´ıculo-ponte e, bem como, dos
fatores de amplificac¸a˜o ma´ximos me´dios, pode-se concluir, no que tange a modelagem dos
ve´ıculos, que as viaturas com apenas um eixo e uma ou duas massas devem ser consideradas
com muito cuidado, no que diz respeito a` avaliac¸a˜o dos fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos,
pois estes modelos de ve´ıculos, como era de se esperar, magnificam a reposta dinaˆmica das
obras-de-arte de forma exagerada, ate´ pela pro´pria natureza desse tipo de modelo, bastante
simplificado.
Por outro lado, pode-se observar pelos resultados obtidos ao longo deste estudo que os
ve´ıculos com dois e treˆs eixos, representativos das viaturas existentes na norma brasileira
de pontes8, induzem a fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos, deslocamentos e esforc¸os, mais
suaves, especialmente o ve´ıculo com treˆs eixos, diferentemente dos ve´ıculos com apenas um
eixo, principalmente, no caso do modelo com um eixo e duas massas.
CONCLUSO˜ES
Conve´m chamar a atenc¸a˜o do leitor para o fato de que todos os modelos ensaiados sa˜o
associados a vigas isosta´ticas de concreto armado, com e sem balanc¸os, em sec¸a˜o caixa˜o,
submetidas a` passagem de diversos comboios infinitos de ve´ıculos sobre a superf´ıcie irregular
do tabuleiro. No que tange a questa˜o qualitativa dos resultados, tais observac¸o˜es podem ser
estendidas a outras combinac¸o˜es de dimenso˜es. Quanto aos aspectos quantitativos, e´ poss´ıvel
uma extensa˜o desde que acompanhada por criteriosa avaliac¸a˜o. Desta forma, tem-se que:
1. O modelo matema´tico adotado traduz de forma adequada o comportamento de pontes
rodovia´rias, submetidas ao tra´fego de ve´ıculos sobre a superf´ıcie irregular do tabuleiro;
2. Os quatro modelos de ve´ıculos propostos representam a reposta dinaˆmica do sistema
ve´ıculo-estrutura de maneira adequada;
3. A metodologia de ana´lise desenvolvida para o ca´lculo da resposta do sistema ve´ıculo-
ponte segundo ana´lise no domı´nio do tempo com base em modelo estat´ıstico apresenta-
se coerente, no que tange a aspectos qualitativos e quantitativos da resposta, o que
assegura confiabilidade aos resultados, concluso˜es e recomendac¸o˜es obtidos neste es-
tudo;
4. Os fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos ma´ximos me´dios relativos a deslocamentos e es-
forc¸os, devidos ao efeito da mobilidade da carga (somente efeito do peso das viaturas)
na˜o sa˜o muito elevados, sendo pro´ximas da unidade. Pore´m, claramente constata-se
que as ac¸o˜es provenientes das irregularidades da pista sa˜o substancialmente mais se-
veras que as da mobilidade da carga, chegando mesmo a ultrapassar com boa margem
as produzidas pela presenc¸a esta´tica dos ve´ıculos;
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5. Deve-se ressaltar, no tocante a modelagem dos ve´ıculos, que as viaturas com apenas
um eixo e uma ou duas massas devem ser consideradas com muita cautela no que
diz respeito a` avaliac¸a˜o dos fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos, pois estes modelos,
como era de se esperar, amplificam a reposta dinaˆmica das obras-de-arte de forma
exagerada, ate´ pela pro´pria natureza desse tipo de modelo, bastante simplificado;
6. Os ve´ıculos com dois eixos e treˆs massas e treˆs eixos e quatro massas, representativos
das viaturas existentes na norma brasileira de pontes8, geram sobre as obras-de-arte de
concreto armado fatores de amplificac¸a˜o dinaˆmicos, correspondentes a deslocamentos
e esforc¸os, mais suaves, especialmente o ve´ıculo com treˆs eixos. Tal fato na˜o ocorre
quando se trata dos ve´ıculos com apenas um eixo, principalmente, no caso do modelo
com um eixo e duas massas;
7. Com base no exposto anteriormente, propor recomendac¸o˜es de projeto para aten-
der as solicitac¸o˜es dinaˆmicas oriundas do efeito das irregularidades superficiais seria
totalmente anti-econoˆmico e fora de propo´sito. Deste modo, este estudo permite re-
comendar, como soluc¸a˜o absolutamente inadia´vel para o problema, a realizac¸a˜o de
uma conservac¸a˜o permanente, preventiva e, ainda, corretiva, assegurando superf´ıcies
de rolamento das obras-de-arte livres de “buracos”, “ “lombadas” e “costelas”.
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